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Uvod
Motivace: DDM pro ¢aso-prostorové diskretizace, Prof. Steinbach (Graz)

( @(I‘,ﬂ — Axu(w?w — f(l‘,t), (I‘,t) SRORS (O’T>’

ot
< u(a,t) =0, (z,t) € Tp x (0,7),
g—g(:v,t) = g(x,t), (x,t) € I'n x (0,7,
\ U(.I‘,O) — O, T & ).

V této prednasce se omezime na 1d ulohy.

Okrajova uloha

Pocatecni uloha
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Silna variac¢éni formulace

Okrajova tloha: f € L*(0,1), g€ R

’HledameuHGU H; . 001 —{wEHQ(O 1) w(0) =w'(1) =0} :
CARE / dx—/f x)dx VUEV—L2(O 1),
=t
L ul(z) = ( ) + gz

Pocatecni tloha: a € L>(0,1), f € L*(0,1)

( Hleddme u € U = HO(Ol —{wEHlOl) w(0) =0} :
(Sy) < /0 [/ (z) + a(z)u( d:v—/ f(x)v(z)dx Vv eV :=L*0,1).
\ (Auv) ‘l;

Hleddme u € U : Au = bna V', kde U,V Hilbertovy prostory, A € L(U, V).



Silna variac¢éni formulace

Existence reSeni & becImA

Véta o uzavieném grafu (Closed range theorem):
Im A je uzavieny ve V' < Im A = (Ker A’)O S
Budeme tedy predepisovat podminku resitelnosti
VoeV:(Au,v) =0Vu € U = (b,v) = 0.
t.].

(S,)  Yve L*0,1): —/O u'(z)v(z)de =0 Vu € Hy.((0,1) = /0 f(x)v(x)dx =0,
(S))  Yve L*0,1): /0 (W' (z) + a(z)u(z)] v(z)dr = 0 Vu € H&(O, 1) = /0 f(x)v(x)dx = 0.

Smeérem k jednoznacnosti
Hledame u € (Ker A)L CU: Au=bnaV’', kde U,V Hilbertovy prostory, A € L(U,V").



Silna variac¢éni formulace

Inf-sup podminka (odrazenost nejmensiho nenulového singularniho ¢isla)

Jc > 0Vu € (KerA)l | Aulye > |ullp
A
t.]. e W
A
Je >0 : inf sup (Au, v) > .

ue(Ker A)\{0} veV\{0} HUHU ||U||V B

Jednoznacnost »
up € (Ker A Aup = b (Aluy — us), v)
> — > —
Uy € (KerA)l : AUQ — ) = UESVU\[EO} HUHV — CHUI u2||U >0 = wu U9
Stabilita
A b
ue (KerA)" - Au=0b = ¢||ullg < sup (Au, v) = sup 6, 0) = |||y

veV\{0} vy veV\{0} vy



Silna variac¢éni formulace

Inf-sup podminka — technika dukazu

Staci ukazat:
Je > 0Vu € (Ker A" v e V\{0}: (Au,v) > ¢|ully ||v]|v-

Staci najit L € L(U,V) t.j. |Lully < Cp|lul|v tak, ze L'A je elipticky na (Ker A)™,

V17
(A L) = epalluly = Z2 Jully ol
! ! QU/(l):O 2 2 0)= 2
5) - / (@) o) de=u2 > alul ) > dul
=—u(z)
1 ) a(x)=a>0,u(0)=0 5
(Sh) (@) +al@u@)]  e@)  dr >l
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Silna variac¢éni formulace

Diskrétni inf-sup podminka, stabilni (Galerkinova aproximace
U,, V., konectné-dimenzionalni podprostory U, V' splnujici:
Je > 0Vu,, € U, N (KerA)L v, € Vi \ {0} © (Aup, vi) > cl|un|v ||vm]v-
napr.
(S.) U, C CY0,1) po ¢astech kubické , V,, po ¢dstech linedrni, L(u,) = —u/

(S;) U, C C(0,1) po ¢éstech linedrni , V;, po castech konstantni, L(u,) := u, +au,

Konvergence

C
u — uy||p < (1 + ;) |u — wy ||y Yw, € U,

MKP, Runge-Kutta ~ ||u — u,|| < Kn~P|ul,+1,p > 0.
Spektralni metody ~ ||[u — w,|| < K10™", u analyticka.



Silna variac¢éni formulace

Konvergence Runge-Kutta vers. spektralnich metod (Bc. prace A. Bilka)

err(10/n)

10/n
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Slaba variac¢ni formulace
Okrajova uloha: f € Hy(0,1), g € R
( Hledéme u € U :=V := Hj(0,1) := {w € H'(0,1) : w(0) = 0} :
(V) < /Olu’(:zz)v'(x)daz =(f,v) +gv(l) YoeV

~ ~~ ~ =:(b,v
X =:(Au,v) (b7

Slabé formulace nam v 1d napt. umozni uvazovat bodové zdroje/sily (Dirac)

(6,,0) = v(a) "L — /O n(a — 2 (z)dz,

kde n je Heavisideova funkce.

Symetricka formulace

Hleddme u € (Ker A)" € V : Au=bna V', kde V Hilbertiv prostor, A € L(V, V).



Slaba variac¢ni formulace
Elipticita (odrazenost vlastnich ¢isel) = jednoznacnost, stabilita

Je > 0o € (Ker A)" @ (Av,v) > ¢||v])?.

Opét vyuzivame Poincarého nerovnost

Konformni Galerkinova (MKP) aproximace dédi elipticitu

V,, C V konecné-dimenzionalni podprostor:

Yo, € V, N (Ker A)" 1 (Av,, v,) > cl|og >
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Jesté slabsi variacni formulace

Okrajova uloha: f € Hg. ((0,1), g € R

( Hleddme u € U := L*(0,1) :
1
(U,) 4 —/ u(z )" (z)de = (f,v) + gv(l) Vv eV = Hg. 4(0,1)
— ~~ - ::zl:ﬂ))
L (Au,v)

Pocéteéni tdloha: a € L>(0,1), f € Hy(0,1)

( Hleddme u € L*(0,1) :

(Up) < \/01 [—u(x)v'(z) + a(z)u(z)v(x)] d:zj = % Vv eV = H0,1).

. =:(Au,v)

Hledame u € (Ker A)L CU: Au=bnaV’', kde U,V Hilbertovy prostory, A € L(U,V").



Jesté slabsi variacni formulace

Inf-sup podminka

@) - [ EE
O [ e + auee T EO
Stabilni Galerkinova aproximace
(U,) U, po &astech lin., V;, € C*(0,1) po éastech kub., L(u,) = — / / Un(z)dzdy

(Uy) U, po ¢astech konstantni, V,,, C C'(0,1) po ¢astech linearni , L(u,) := —/ un(y)dy
0



Silna, slaba a jestée slabsi MKP aproximace

MKP pro okrajovou tulohu: f(x):=1, 2 prvky, 3 prvky

||||||||



